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一维对流-扩散试验各种边界条件 
及其统一形式解析解 

张文杰，赵  培，贾文强 
（上海大学 土木工程系，上海 200072） 

 

摘  要：黏土系材料广泛应用于各种污染防治工程，扩散系数是其关键参数之一，实验室一般通过拟合一维土柱对流-扩散

试验数据来确定土的扩散系数。探讨了常用的零浓度边界、零浓度梯度边界和半无限边界对应的试验条件，给出了各边界条

件的统一形式，通过引入变换式和辅助问题，求解得到各边界条件下统一的有限厚度土层中对流-扩散-吸附解析解，分析了

各解析解之间的差异和用于数据拟合产生的误差。结果表明，每一种底边界条件都与土柱试验底部的实际情况相对应，柯西

边界可看作各种边界条件的统一形式；土柱未被击穿时各边界条件解析解无差别；土柱击穿后，越靠近土柱底面，各种边界

条件解析解计算结果差异越大，底面处浓度值随柯西参数 /  的增大而减小， / 越大，代表底边界处扩散在溶质迁移中

所占比例越大，同时底部浓度梯度越大；算例中对底部为半无限边界的试验数据进行拟合，若采用零浓度边界和零浓度梯度

边界，计算结果分别偏大 15%和偏小 9%，根据土柱底部的对流-扩散比例和浓度梯度具体情况选择相应边界条件下的解析解，

是保证数据拟合正确性的基本要求。 
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Boundary conditions of one-dimensional convection-diffusion  
column tests and unified analytical solution 

 
ZHANG Wen-jie,  ZHAO Pei,  JIA Wen-qiang 

(Department of Civil Engineering, Shanghai University, Shanghai 200072, China) 
 

Abstract: Clay-based materials are widely used in practice of contaminant control. Diffusion coefficient is one of the most important 
parameters of clay. It is usually determined by fitting the data of one-dimensional convection-diffusion soil column tests. Zero 
concentration boundary, zero concentration-gradient boundary and semi-infinite boundary are discussed. A unified boundary 
condition is proposed. By transforming and introducing auxiliary problems, unified convection-diffusion-adsorption analytical 
solutions for three boundary conditions are acquired. Both difference between these analytical solutions and data-fitting errors are 
investigated. The results show that different boundaries should correspond to different conditions in the bottom of a column test. 
Cauchy boundary can be regarded as an unified form of all these boundaries. The calculated results corresponding to these boundaries 
are equivalent before breakthrough, however, the results become quite different in the bottom of the column after breakthrough. The 
concentration decreases as Cauchy parameter /   increases. The bigger the Cauchy parameter /   is, the more dominant role 
the diffusion effect plays in the solute transport process, at the same time, the bigger the concentration gradient at the bottom is. 
Fitting the data of a semi-infinite boundary test using analytical solutions of zero concentration boundary and zero 
concentration-gradient boundary will overestimate 15% and underestimate 9% of the result, respectively. It is essential for data fitting 
to choose an analytical solution according to convection-diffusion proportion and concentration-gradient at the bottom of a soil 
column. 
Keywords: convection-diffusion; column test; boundary condition; unified analytical solution 
 

1  引  言 

压实黏土衬垫或黏土类防渗屏障广泛应用于填

埋场及其他污染控制领域，除压实土料的渗透系数

外，扩散和吸附性能对污染防控效果都有显著影响。

室内土柱对流-扩散试验常用来研究各种黏土类屏
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障材料中污染物的迁移规律，通过对试验数据的拟

合分析，可以确定扩散系数和阻滞因子。获取用于

拟合的试验数据有两种方法：一种是截面分析，即

经过一定试验历时后切片测试，获取溶质浓度沿深

度变化曲线，该方法的优点是土柱不必完全击穿，

因此，试验历时相对短；另一种是累积浓度法[1]，

获得累积出流浓度随时间变化曲线，该法操作简单，

但通常需要使出流浓度达到源浓度以获得完整的击

穿曲线，因此，试验历时要长得多。试验数据的拟

合多采用一维对流-扩散解析解[24]，然而不同边界

条件对应不同的解析解，采用何种边界条件关系到

数据拟合结果的正确性或者准确程度。 
Shackelford[56]使用半无限边界解析解拟合土

柱试验数据，认为土柱高度范围内溶质浓度可以用

无限远处浓度梯度为 0 的解析解来求；Barry 等[78]

在对上文的讨论中提出不同意见，认为如果自由出

流边界的溶液收集方法导致出流不连续，土柱底部

应采用零浓度梯度或零浓度边界，且二者等价[9]；

Rabideau 等[10]认为，零浓度梯度边界不适合低渗流

速度的情形，若存在垂直于扩散方向的水流，则应

采用零浓度边界；余闯[11]、谢海建[12]等建立了污染

物一维扩散解析解并进行验证，其下边界均采用零

浓度边界；詹良通等[13]拟合土柱离心试验数据时使

用了半无限边界的解析解。由此可见，国内外学者

在进行土柱试验数据拟合或验证解析解时采用了不

同的边界条件。边界条件到底该如何选择？使用不

同边界条件解析解进行数据拟合产生的误差是否可

以忽略等问题尚需进一步研究。 
本文探讨了土柱试验通常涉及到的边界条件及

其适用条件，给出了统一形式的边界条件，并求得

统一形式的有限厚度土层对流-扩散-吸附解析解，

通过算例对比了各边界条件解析解计算结果的差

异，分析了因采用不同边界条件进行数据拟合产生

的误差。 

2  土柱试验的边界条件 

一维土柱试验中，因对流和扩散引起的溶质通

量可表达为[5] 

r
r

( , )
( , ) ( , )

c z tJ J z t vc z t D
z


     

   （1） 

式中： J为土孔隙流体中溶质通量； 为体积含水

率，对于饱和土 等于孔隙率 n；v为孔隙水流速，

通常认为， /v V  ，V 为达西流速； rc 为土孔隙

流体中溶质浓度； z为从土柱顶面开始算起的溶质

运移距离（向下为正）；t为时间；D为水动力弥散

系数，是同时考虑分子扩散和机械弥散的综合参数。 
考虑溶质质量守恒，由连续性条件知： 

d r ( , )R c z t J
t z

  
 

 
           （2） 

式中： dR 为考虑线性吸附的阻滞因子。 
联立式（1）、（2），即得到考虑对流、扩散和吸

附的土柱中溶质一维运移控制方程： 

2
r r r

d2

( , ) ( , ) ( , )c z t c z t c z tD v R
z tz

  
 

 
   （3） 

若忽略背景浓度，则初始条件为 

r ( ,0) 0c z                （4） 

为便于拟合分析，通常试验的土柱顶面采用溶

液循环方法，或放置足够体积的已知浓度溶液，以

保证在试验过程中入流浓度不变或近似不变，因此，

上边界条件为 

r 0(0 , )c t c               （5） 

式中：0 为土柱上表面内侧的入流边界。 
底边界条件较复杂，根据试验方法和底部出流

条件，分为零浓度边界、自由出流边界、半无限边

界、柯西边界 4 种。 
2.1  零浓度边界 

当土柱底部有与底面平行流动的纯水，流速和

流量足够时，流水将溶质从土柱底面带走的速度足

够快，或者土柱底面处的流动不连续，此时底面边

界可设置为零浓度边界： 

r ( , ) 0c H t                （6） 

式中：H 为试样厚度。 
此时，底面孔隙中的溶质能完全扩散至边界外，

这一边界条件也称 Dirichlet 边界，试验中土柱底部

以纯水循环可（接近）实现此边界。在试验初期，

溶质远未迁移至底面附近，底面处浓度和浓度梯度

均为 0，可用此边界条件对应的解析解拟合试验数

据；而当试验进行足够长时间后，此边界条件对应

的底面处浓度梯度为（负）无穷大，而浓度仍为 0，
这与实际不符，因为土柱击穿后底面内边界会有少

量溶质积聚，特别是土柱内溶质迁移以对流为主导

时，此时内边界浓度不为 0。因此，对应的边界条

件应表述为 

r ( , ) 0c H t               （7） 
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式中：H 为土柱底面外边界。 
2.2  自由出流边界 

当底面处仅水压力梯度不为 0，即扩散作用相

比对流来说可以忽略时，定义底部为自由出流边界，

此时出流溶质的浓度梯度为 0： 

f ( , )
0,  

c z t z H
z


 


           （8） 

式中： fc 为某时段内按出流量计算的平均浓度，当

土柱内溶质迁移以对流为主导时， fc 与 rc 接近，随

对流作用比例下降， fc 与 rc 之间的差异增大，流量

为 0 即纯扩散时 fc 无意义。用 Péclet 特征数 eP 表示

对流与扩散在溶质迁移中所占比例，Parlange 等[14]

认为，当 e 4P  时，近似有 f rc c ，此时边界条件

为 

r ( , )
0,  

c z t z H
z


 


           （9） 

这一边界也称为 Neumann 边界。通常土柱试验在完

全击穿（以源浓度出流）之前，底面后出流的溶液

浓度大于先前出流的溶液，因此，浓度梯度不为 0，
但若底边界处孔隙中的溶液能被及时吸走，则底边

界处没有浓度差，即不发生扩散，此时可认为浓度

梯度为 0，故此边界也被称为完全吸收边界，对应

一个理想状态。通常粗颗粒土料的土柱试验较多采

用这一边界条件下的解析解进行拟合，但试验时应

控制对流为主导，并注意底部浓度梯度，以接近这

一边界的上述物理本质，而当土料渗透系数很小，

以扩散为主导时，边界处孔隙中的溶液不易排出，

不宜采用此边界。 
2.3  半无限边界 

半无限边界是指在无限深度处浓度梯度为 0： 

r ( , )
0,  

c z t z
z


  


          （10） 

土柱试验中若土柱底部与收集到的出流溶液相

接触，且出流溶液的浓度测量采用下面两种方式：

一是出流达到一定体积后从底部移除并测量将之作

为这段时间的平均出流浓度；二是持续测量累积浓

度，在这两种情况下，底边界内外浓度均不同，即

浓度梯度不为 0。边界条件式（10）对应的解析解

在 z H 处的浓度梯度不为 0，取某时刻 t的浓度计

算值可拟合浓度剖面，取 z H 处的浓度计算值可

拟合平均出流浓度，或经变换后用于拟合累积浓度[1]。

虽然式（10）定义无限远处的边界，但拟合时流速v
已知，此定义与对流无关，拟合造成的误差仅来源

于底边界的扩散速度，即式（10）确定的底边界处

浓度梯度值与试验操作对应的真实浓度梯度之间的

误差。 
2.4  柯西边界 

由上述可知，当土柱底部被击穿时，无论零浓

度边界（对应浓度梯度为无穷大）还是自由出流边

界（对应浓度梯度为 0）均基于理想假定，实际上

土柱试验在击穿后底边界处浓度不为 0，而浓度梯

度一般处于 0 与负无穷大之间，且出流浓度和浓度

梯度并非固定值，这样的边界称为混合边界，即

Cauchy 边界： 

r
r

( , )
( , ) 0,  

c z t c z t z H
z

 


  


     （11） 

式中： 、为描述边界条件的参数。正比于扩

散系数，通常不为 0，这样，当接触参数 趋向无

限大，式（11）退化成零浓度边界，当 0  ，式

（11）退化成零浓度梯度边界， 取其他值时表示

底边界处浓度和浓度梯度均不为 0，且浓度梯度值

随浓度而变化。因此，式（11）可以看做各边界条

件的统一形式。式中的两个参数 、实际上可用

一个值 / 表示（单位为 m/1 ），称为 Cauchy 边界

参数。 

3  统一形式边界条件下的解析解 

由式（3）～（5）、（11）定义的数学模型无法

直接求解，可通过变换式 
2

d2 4
r ( , ) ( , )e

v vz t
D DRc z t W z t



         （12） 

将原问题转换成一个关于 ( , )W z t 的问题，其中

( , )W z t 满足 

2

d

2

2
d

4
0

( , ) ( , ) ,  0  

(0, ) e ,  0

( , ) ( , ) 0,  

( ,0) 0,  0

v t
DR

D W z t W z t z H
R tz

W t c t

W z t W z t z H
z

W z z H



 
    


  


    

 ≤ ≤

   （13） 

其中， 

2
v
D





              （14） 

由于 ( , )W z t 问题的上边界条件与时间有关，故

引入辅助问题 ( , , )z t   

1 2( , , ) ( , ) ( , , )z t z z t            （15） 
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其中， 1( , )z  为稳态非齐次问题，表述为 

2

d

2
1

2

4
1 0

1
1

d ( , ) 0,  0
d

( , ) e ,  0
d ( , )

( , ) 0,   
d

v
DR

z z H
z

z c z
z z z H
z



 

 

 
 


   



  


   


   

（16）

 

2 ( , , )z t  为齐次非稳态问题，表述为 

2
2 2

2
d

2

2
2

2 1

( , , ) ( , , ) ,  0  

(0, , ) 0,  0

( , , ) ( , , ) 0,  

( ,0, ) ( , ),  0

z t z tD z H
R tz

t t

z t z t z H
z

z z z H

   

 

 
 

   

 
    

  


 
    

  ≤ ≤

 （17） 

求解式（ 16）、（ 17）分别得到 1( , )z  和

2 ( , , )z t  ，再由式（15）得到 
2

d

22

d d

4
0

4
0

1

1 ( )( , , ) e
1

     e e sin( )
m

v
DR

D tv
DR R

m m
m

H zz t c
H

c c z







 










 
 





   

（18）

 

将 ( , , )z t  写为 
2

d

22

d d

4
0

( )
4

0
1

1 ( )( , , ) e
1

     e e sin( )
m

v
DR

D tv
DR R

m m
m

H zz t c
H

c c z



 



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


 





 
  





 

（19）

 

对式（19）应用哈梅定理 
 

 0
( , ) ( , , )dtW z t z t

t
   


 
       （20） 

可得 

22

d d

2 2
r 0 0

1

12 2
42 2

1 ( )( , ) e e sin( )
1

 e
4 4

m

v vz z
D D

m m
m

Dv t
DR R

m m

H zc z t c c c z
H

v vD D
D D



 


 





      

 
  



           



 

（21） 
式（21）即柯西边界条件下的解析解。式中：

m为级数项数； mc 、 m 分别为 
2 2

2 2

2( )
1( )

sin( )
cos( ) cos( ) 1

m
m

m m m

m
m m

m

c
HH

H H H H

  
   


 



 
 

  

      
  

 

（22） 

cot( )m mH              （23） 

Péclet 数 eP 常对有限域级数解的敛散性有较

大影响，满足收敛所需的项数 m随 eP 增大而增大，

依据此级数形式解析解编制简单程序，其中 m 取  
20 000，可计算 eP  30 对流为主导的问题。 

4  不同边界条件解析解对比及拟合
误差分析 

式（21）对应的边界条件是前述各种边界条件

的统一形式，因此，可以方便地对比不同边界条件

下解析解的差别。算例中取土柱高度H  5 cm；孔

隙水流速 63 10v   cm/s；水动力弥散系数 5D    
610 cm2/s；忽略吸附作用，取 dR  1；试样顶部为

常浓度边界，底部分别取上述各种边界；模拟溶质

运移时间分别为 2、9 d。计算得到 2、9 d 后溶质浓

度分布剖面分别如图 1(a)、1(b)所示。 
 

 
      (a) 2 d 

 

 
     (b) 9 d 

图 1  不同底部边界条件解析解对比 
Fig.1  Analytical solutions for different  

boundary conditions 
 
图 1(a)为溶质运移 2 d 后的浓度剖面线，可见

土柱未被击穿（击穿指试样底部出流达到某个浓度

值或相对浓度值），图中各剖面线重合，说明此时各

种边界条件下解析解结果相同。此时若使用解析解

拟合试验数据，使用各边界条件均可，不存在差别。
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但需要指出的是，为了获得尽可能多的有效（非零

的）数据点，以减小数据拟合误差，土柱试验通常

进行到底部达到一定击穿浓度才终止。 
图 1(b)为溶质运移 9 d 后的浓度剖面线，此时

土柱已被击穿，可见在试样上半部分各边界对应解

析解的浓度基本接近，在试样下半部分各解差异较

大，其中零浓度边界对应的底部浓度最低，零浓度

梯度边界对应的浓度最高，半无限边界、柯西参数

/ 取 10 和 100 的边界对应的浓度居中。如前所

述，零浓度边界假定底部能充分扩散，与式（21）
中 /   的解相对应；半无限边界假定底边界处

存在有限的扩散作用，本算例中与 /   57 的解答

一致；零浓度梯度边界假定扩散为 0，与 /   0
的解相对应。因此，计算所得底部边界处的浓度随

底部浓度梯度的增大而减小，也随柯西边界参数

/ 的增大而减小； / 越大，代表底边界处扩散

在溶质迁移中所占比例越大，亦即底部浓度梯度越

大。 
试验采取何种边界条件解析解拟合，应根据试

验时底部边界处的具体情况，即综合考虑对流-扩散

比例和浓度梯度情况来确定。若底部保持为纯水，

则击穿后浓度梯度很大，接近零浓度边界的情形；

若扩散为主导，土样底部接触出流溶液，测出流溶

液的累积浓度，此时边界浓度梯度大于下为无限土

层的情形，则采用 / 取较大值（如图 1 中取 100）
的边界；若土样底部接触出流溶液，出流溶液移除

频率较高，则对应半无限边界；若土样底部不接触

出流溶液，土的渗透性较好，底部孔隙中的溶液不

积聚，则采用 / 取较小值（如图 1 中取 10）的边

界；若底部边界处扩散可以忽略，即符合自由出流

条件，则采用零浓度梯度边界。 
如某土柱试验为黏土试样，土样底部为透水石

接出流管，则属前述底部接触出流溶液且出流溶液

能及时移走的情形，对应（或接近）半无限边界。

此处目的在于分析使用不同边界条件解析解拟合造

成的误差，为了排除试验操作及数据本身离散性的

误差影响，以半无限边界解析解数据为基准。取土

柱高度H  5 cm，采用惰性溶质（取 dR  1），已知

孔隙水流速 61.7 10v   cm/s，试验 20 d 后的溶质浓

度分布剖面如图 2 中圆点所示，要拟合求水动力弥

散系数D。拟合需满足所有基准点处浓度拟合值与

基准值之差的平方和最小，编制简单程序采用步进

搜索方法[15]求得最佳拟合值。使用无限边界的解析

解拟合得到D  1.45 610 cm2/s（基准解）。若用零

浓度边界拟合，得到D  1.67 610 cm2/s，偏大 15%，

且拟合残差较大；若用零浓度梯度边界拟合，得到

D  1.32×10-6 cm2/s，虽然拟合残差很小，但拟合值

仍偏小 9%，误差不容忽视。因此，根据试验的边

界条件合理选择解析解进行数据拟合，不仅是理论

上的需要，也是数据处理准确性的需要。 
 

 
图 2  不同底部边界条件解析解拟合结果 

Fig.2  Fitting curves of analytical solutions for  
different boundary conditions 

5  结  论 

（1）土柱试验数据可用零浓度边界、零浓度梯

度边界、半无限边界对应的解析解来模拟，每一种

边界条件都与实际的试验条件相对应。 
（2）柯西边界可看做各种边界条件的统一形 

式，此边界条件下的微分方程无法直接求解，通过

引入变换式和辅助问题，求解得到适用于各种底边

界条件的有限厚度土层中考虑对流、扩散、吸附的

污染物运移统一形式解析解。 
（3）算例表明，土柱未被击穿时各边界条件解

析解无差别；土柱被击穿后，越靠近土柱底面，各

种边界条件解析解计算结果差异越大，底面处浓度

值随柯西参数 / 的增大而减小， / 越大，代表

底边界处扩散在溶质迁移中所占比例越大，亦即底

部浓度梯度越大，这是选择何种边界条件解析解进

行试验数据拟合的依据。 
（4）拟合试验数据求水动力弥散系数时，根据

试验时土柱底部的对流-扩散比例和浓度梯度具体

情况，选择相应的边界条件解析解，不仅是理论上

的需要，也是显著减小误差的需要。 
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